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Resumen

En este trabajo. una nueva convolucion es dada, por medio del método de la semejanza de Meller.
que nos permite desarrollar un calculo operacional para el operador B.y (v>0), siguiendo un proceso

algebraico semejante al de Mikusinski.
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A New Convolution for an Operational
Calculus for the Operator B-y

Abstract

A new convolution is presented using Meller's similarity method. With this convolution and the
help of an algebraic procedure similar to Mikusinski's one, we obtain an operational calculus for the

operator B.y.
Key words: Convolution, Operator B.y

Introduccion

Siguiendo un proceso algebraico similar al
empleado por Mikusinski [8]. desarrollamos en
este trabajo un calculo operacional para el ope-
rador B.y=t"Dt' D=Dt"*YDt"¥ (v>0). caso particu-
lar del operador del tipo Bessel

% %y *

B=t Dt D...pDt"

& +0 F. . A<
(0 1 nn)

estudiado por I.H. Dimoski en [1]. y que permite
extender los resultados de E. L. Koh [4]. [5] y [6]
para el operador de Bessel-Clifford By (v=0) a
valores negativos del parametro v. También se
obtienen algunas reglas operacionales y se da un
ejemplo que ilustra las aplicaciones de la teoria
presentada.

Operador Fraccionario de
Riemann-Liouville

La integral de Riemann-Liouville de orden
v > 0, se define como

1 ¢ V-1
TToT Jo(t—E) £(€) deg. @.1)

Cuando v es un entero positivo n. entonces
1"f (1) es simplemente la n-esima integral de f (1).

Algunas propiedades, bien conocidas, para
este operador son las siguientes:

a) _o

£(t) =

lim IV £(t) = £(t)
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b p1”"t f(e) = 1V ()
g 1V M £(r) = IV £iE),
v, u>0

v .k I'(k+1) 4k
YI° 8 = Fmkey ©

v=0)

La derivada fraccionaria de orden v>0 de

una funcion fitfeC” ([0.«). se define, con la
ayuda de (2.1). mediante D'f{it)=D"In-" f{t) (n-J<v
< n) y satisface, entre otras, las siguientes pro-
piedades:

e pY1Me (t) =1V (1)
(Vl K, u-VE[R+)

'({k+1) tk~V
r{k-v+1)

(-1l<k<ew, 0<v=k)

El cuerpo de Fracciones CV

Denotamos por C 7 al conjunto

o)

& {f(t)/f(t)=tvfl(t)

Af (£)eC”([0,0)), v>0}.

Teniendo en cuenta gue B.y y By son ope-
radores lineales y que

v

t'V B = B t-—V (3.1)

en virtud del método de la semejanza de Meller
[7]. es factible definir la operacién * convoluciéon:

donde ° es la convolucion para el operador By
dada en (6] por

f(t)°g(t): 1

t
['{y+] ,nVHtD El,dE

0

1

£(€n) (1-7) Vg[ (1-7m) (t-£)1dny.
0

Por tanto, a tenor de la caracterizaciéon de

los elementos de C 7 se tiene:

£(t) *g(t)=

eV eV E(e)) o (Vg (k) )] =

v 1 24
t [fl(t) °g, () 1=t hl('t) )

esto es, la operacion * es cerrada en Cy. Se
cumplen ademas las propiedades que siguen
para cada f{t). g(t) y h(t) e C 7:

) £(t) * g(t) = g(t) * £(t)

mf(t) * (g(t)*h(c)) =
(f£(t)*g(t)) * h(t)

mf(t)*(g(t)+h(t)) =
(E(t)=c(E))+(E(E)*h(t))

M VaE(e) = £(t)
VI f£(t) * g(t) = 0 &
£(£)=0 & g(t)=0

Concluimos entonces, que:

Proposicion 1.- Definidas C { las operacio-
nes suma y *, Cy es un anillo conmutativo
unitario y sin divisores de cero.

Luego, CV se puede extender a un cuerpo
de fracciones M= C yx(C y-|0})/~. donde la rela-
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cion de equivalencia ~ se define en C yx(C y-(0})
de la forma habitual. I

‘ev-ige[ Ve (ma
(£(t),g(t))-(E(t),g(t)) £ ds[n n)dn

0 0
o f(t)*g(t)=g(t)*f(t). ya que:
De acuerdo con Mikusinski, llamaremos a
los elementos de M operadores y en lo sucesivo B-VL-:)f (t)=£ {t)
¢
denotaremos a (f{t),g(t)) por -52)
Si se definen en M las operaciones usuales Proposicion 2.- Para cada f{l) e Cy .se tiene:
de adicion, multiplicacién y producto por un Vel
escalar mediante: t *f(t)=L f(t).
v+1 .
f(t) s F(t) _ E(e)*g(t)+f(t)*g(t) Demostraciéon: Obsérvese que
C = - B
g(t) g(t) *g(t) . " ,
: . E_wg(e) =t () e (U E(E))]
E(E) ELL) _ ELE)SHE] v+l v+
g(t) g(t) g(t) *é (t) cuyo segundo miembro vale, en virtud de la
proposicion 5 de [6]:
o ELE) _ af () y £
g(t) = "g(t) e¥[ €V ag[ ¥ (Ve (n)dn=
Q 0
M resulta ser un algebra. " £
El conjunto cociente M contiene una parte tV_[ E'V"dEI f(n) dnxb_vf (c).
M’ que es isomorfa con Cy , mediante la aplica- 0 0
cion:
M’ cM 5 o™ . De esla proposicion, se deduce por induc-
£ vV, £ (t) Proposicion 3.- Sea ke N y [[t)e Cy. Se tiene:
> > £k
t (v+1) Ve, e ey =1% £(t).
k!l"(l)+k+1)t b=l y
por tanto, los operadores de la forma Ay k
¥ Por tanto los operadores L"., €M vienen
constituyen un subanillo de M. dados por:
A continuacién, establecemos proposicio-
nes, algunas de las cuales nos permiten obtener x [(v+1) g V4K
reglas operacionales. Para ello notemos primero -v kI (v+k+1)
que el operador inverso por la derecha de By esta
dado por Proposicion 4.- Si {{t) e CV, entonces
vt v s f(t)=L B f(t)+
L, f(e) =t £V [ ¢ (n) an= By
(o] (o]
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V. -V
il § e 2 % N
[ |t=0 62)

Demostracion: Se infiere de

LB E(t) =

_ WV v Vi -V =
= £ [t "E£{e)]-£" [€ "£(t) ]|t=0+ =

V., -V
Fie)-£" [& E(E)] ), ot

Proposicion 5.- Sea keNy fit)e CV, enton-

_ k+1
B E(t)=L B*'f(t)

| 74 -V
BT = R )] +
' : =0 (3.3)

Demostracién: De

k+1
LpB.p LlE=

t 3
%4 -1-P +
t f £’ f on'*Yon VB* £ (1) dn-=
0 0 -V

=tV (e VB £ (r)]-

174 -V .k
£ LE B—Vf(t)]lt=0+

se deduce inmediatamente (3.3).
Si denotamos por V el operador

v
V= (v+1)

tv+1

puede ser enunciada la siguiente

Proposicién 6. Si ke Ny fit) e C V. se tiene:

VAE (£) =V*#E (&) =BY () +

|8
-V_k-] ]
O e 1 T g

&

Demostracion: De (3.2) sabemos que

V+1

£(t) =

*B_f(t)

V. -V
+£ [t f(t)]ltzo

Entonces,
tl)
Vf (t) =(V+1) *
tVﬂ

V+1

( E

53 ¥B_,f(t)) +(v+l)

Vv
E Ve VE(D)] o™=
tVﬂ t=0

v V+1
£ & K

=060
tV+1 v+1

) *

B, E(E)+viet™ £(t)]

|t.=0+:

-V
B_,E(E)+VIEVE(E)] | o

lo cual prueba (3.4) para k=1. Supongamos ahora
que (3.4) es cierta para k=m. Entonces:

VE (£) =V (VUE (£)) =V(BT £ (E) +

§ vz, v
j=1
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:V(Bva(t))+

¢ -Vom- J+1
;l[t B R (6], oV

Ahora bien, sustituyendo (3.3) se infiere,
finalmente, que

V'UE (£) =B" U ME (1) +

+1

m
=P m+1-] )
Z;l[t BY TE(E) ] oY

Reglas Operacionales

Recuérdese que son soluciones de las ecua-
ciones diferenciales

(B_Via)y=0 (a>0) (4.1)

las funciones
yl(t)=tvcv(at)(para el signo +)
y

14 .
y,(t)=t Ev(t)(para el signo -)
donde Cu(t) y Eu(t) representan la funcion de
primera especie y la modificada de primera

especie de Bessel-Cliford de orden v 3]
respectivamente.

Como quiera que

tim, Cplat) =
1i E (at) = i
128 Sptd rlv+1)

de (3.4) y (4.1) se sigue:

vV * £(t) =

\Y
sat’ * f(t) + o1y

resultando, entre otras, las siguientes reglas
operacionales

A
) ——— = T'(r+1)t’c (at)
V+at v
\
b ——— = I'(v+1)t"E_(at)
V -at v
at?
d =" 1-T'(r+1)t”c (at)
+at
—atv
d) ;———;— = l-F(V+1)tVEV(at)
-at
v° C(v+l) v
€) 2 atv = 5 [Eu(at)
-a
4 Cv(at)]
av _ I(v+1) v
0 2. 2v 2 t
V=a't
[E,(at) - c (at)]
p ve™  rusn
(V_atv) n+1 n!
v+n
t Ev+n(at)' neN

Como ejemplo de aplicacion consideramos
el circuito de la figura realimentado positivo
planteado en [2],

Amplificador

E(t)
1 kit) L———

-

= =

=

v

¥ g(t)

L(t)

c(e)
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La carga q(t) debe satisfacer la ecuacion:

q(t)
DL(t)Dg(t)+ )
q(t)

= K(t) (e(t)JrT(—')—)

Si suponemos que L{t) = all"' LCl)y=b.qt)
=t"q1{) y klt) = 1-t20 Siendo a.b y v>0. la ecuacion
se puede escribir en la forma

= 1%
a b B_V ql(t) + ot q1(t) _

Por tanto, si ¢(0) = 0, se sigue de (3.4)

tv
ql(t) = — % el(t)

abV+tV

de donde a tenor de c), se tiene:

q, {t) =

1

[1-Twsnye¥e (—5-t)] * e (v) .

(1

(2]

(3]

[4]

(5]

161

171

18]
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