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Resumen 

En este trabajo. una nueva convolución es dada. por medio del método de la semejanza de MeUer. 
que nos permJte deSarrollar un calculo opera lonal para el operador B-v (v>O). slguJendo un proceso 
algebraico semejante al de MUrusinski . 
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A New Convolution for an Operational 

Calculus for the Operator B-v 


Abstract 

A new convolution is presented using MeU r' simllartty melhod. Wilh lhls convoluUon and the 
help of un algebraIc procedure similar to MikusinskJ's on . we oblain an operalionaJ cal uJus for Ule 
operator B-v. 

Key words: Convolution. Operator Rv 

Introducción Operador Fraccionario de 
Riemann-LiouvilleSiguiendo un proceso algebraico similar al 

empleado por Mikusinski (8J. desarrollamos en La mtegral de Ri mann-LiouvUJe de orden 
este trabajo un calculo operacional para el ope­ v> O. se define como 
rador B-v==tVOtl -vO=OtJ+vOt-V (v>O). caso particu­
lar del operador del tipo Bessel 

ex ex ex 
B = t O Dt 1 D '" Dt n 

(ex +ex + . .. +ex <n) 1
O 1 n l (t-t;) V- l f (t;) dt; . ( )r (V) 

O 2.1Jestudiado por I.H . Dimoski e n 11) . y que permite 
extender los resultados d(' E. L. Koh 14J. (5) Y 16J 
para el operador de Bessel-Clifford Bv (v~) a Cuando v s un entero positivo n . entonces 
valores negativos del parámetro v. También se Jnf (t) es simplemente la n -esima integral de f (t). 
obtienen algunas reglas operacionales y se da un 

Algunas propiedades. bien conocidas. paraejemplo que ilustra las apllcadones de la teona 
este operador son las siguientes:presentada. 

a) l0 f (t ) 

lim IV f(t ) f (t)v- >0 
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~ I V I~ f(t) = IV+~ f(t), 

V,I1>O 

La derivada fraccionaria de orden v>O de 

una función nt)EC'" (iO.oo)). se define. con la 
ayuda de (2.1). mediante OVf(tl=Onln-v f(t) (n- I <v 
:<::: n) y satis face. enlre olras. las siguientes pro ­
piedades: 

~ DV I ~ f (t)=l~-Vf( t ) 

(v I ~, ~-VE[Jt) 

f (k+l) tk-V 
r (k - v+l) 

(-l <k<oo, O v :sk) 

El cuerpo de Fracciones e :; 
Denotamos por e ~ al conjunto 

roo {f (t) /f (t) = tV f (t) 
1 

Teniendo en cuenta que B.v y Bv son ope­
radores lineales y que 

-V OO 
t .: e

v 

es un isomorfismo. y al verificarse que 

-V 	 -V (3.1) t 	 B = B t 
-V 11 

en virtud del método de la semejanza de M Uer 
17]. es factible definir la operac ón· onvolución: 

f(t) * g( t ) = 

donde o es la convolución para el operador Bv 
dada en [61 por 

f(t)og(t) 

Por tanto. a tenor de la caracterización de 

los elementos de e': se tiene: 

f(t)*g(t)= 

Vt [(t-V f (t)) o (t- Ilg (t))] = 

11 	 11
t [f (t)og (t)]==t h (t),

1 1 1 

esto es. la operación • es cerrada en c~. Se 

cumplen además las propiedades que siguen 

para cada «l). g(l) y b(l) E c ~: 

I} f(e) * g(e) == g(e) * f(t) 

H)f(t) * (g(e) * h(t)) 

(f(t)*g(e)) * h(t) 

m) f (e) * (g ( t) +h ( e)) = 
(f (e)·"s (t)) + (f (t) * h (e)) 

IV) 	 t V * f (t) == f (e ) 

V) 	 f (t) * g(t) = o ~ 
f(t)=O é ::=r(t) = 0 

Concluimos entonces. que: 

Proposición 1.- Definidas e ': las operacio­

nes s uma y.. e '; es un anillo conmutativo 
unitario y sin divisores de cero. 

Luego. e,; se puede extender a un cuerpo 

de fracciones M= C :;'&{C :;'-IOn/- . donde la reJa-
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ción de equivalencia - se define en C :.tC ~-¡Ol) 

de la forma habitual. 
(f (t),g (t ) }-(f (t) ,g (t) ) 

~ f (t)*g (t )=g (t ) *f (t ) 

De acuerdo con Mikusinski . Uamaremos a 

los elementos de Moperadores y en lo sucesivo 

denotaremos a {qt),g(t)) por tt)'
g() 

Si se definen en M las operaciones usuales 
de adición. multiplicación y producto por un 
escalar mediante: 

f (t) f (t) f (t) *g (t ) +f (t) *g (t)
+ -­

g (t ) 9 (t) g(t) *g (t) 

f ( t ) f (t) f (t) *f(t) 

g (t) ' g(t) g(t) * g( t ) 

f ( t) (X f ( t ) 
(X'g(IT 9 ( t) 

M resulla ser un álgebra. 

El conjunto cociente M contiene una parte 

M' que es ¡somoda con e ~ . mediante la aplica · 
ción: 

M ' cM . > 

------> f (t) 

por lanto. los operadores de la fonna j(f) 
tV 

const:lluyen un subanillo de M. 

A continuación. establecemos proposicio­
nes. algunas de las cuales nos pem1Uen obtener 
reglas operacionales. Para ello notemos primero 
que el operador inverso por la derecha de S .v está 
dado por 

t tJ~V-ld~Jl}-V f (1)) d1) 


O O 


ya que: 

B L ,f (t)::f(t)
-V -V 

Proposición 2. - Para cada f(l) ECv .se tiene: 

V .. 1 
_t_* f (t ) =L f (t) . 
V+l -V 

Demostración: Obsérvese que 

V+ l 
_t_*f (t)= tV[ (~)o(t- Vf ( ))] 
v+ l v+ l 

cuyo segundo miembro vale. t>n virlud de la 
proposición 5 de 161: 

De esla proposición. dedu 'e por induc­
ción: 

Proposición 3 .- Sea kEN y fll)E e v • Se tiene: 

Por tanto los operadores Lk .v E M vienen 
dados por: 

L k r ( V +l ) V+K 

-v k!r ( v + k +l) 

Proposición 4 .- Si f(l) E c~. enlonces 

f(t)= L B f(t )+-v - p 

Rev. Téc. UIÚV. Zulla. Vol. 16. No. 2. 1993 



188 J. Rodriguez 

(3.2) 

Demostración: Se infiere de 

L B f(t) = -v -v 

Proposición 5.- Sea ke: N. y f(l)E e ~o . enlon­

ces: 

+ t 
v 

[ t 
-v 

f ( t) ] !l =O + 
(3.3) 

Demostración: De 

t VI l c-l-VI€Dnl+VDY/ V k'" ., B_v f ( Y/ ) dy/ =: 
O O 

se deduce lnmedialamenle (3.3). 

Si denolamos por V el operador 

VtV==( v+1 )-­
t V+l 

puede ser enunciada la siguiente 

Proposición 6. Si keN y f{l) E c~. se Uene~ 

(3.4) 

Demostración: De (3.2) sabemos que 

v + 1 
f ( t ) =_t_*B f (t )

v+l -V 

+t 
v 

[ t 
- V 

E ( t) ] !L=O + • 

Enlon es. 
VtVf(t)=(V+l)---* 

t V+ 1 

t V+l 
--=l,.---*B f (t) ) + (v+l)

v+ - v 
v 

t *tv[t-vf(t)] += 
V+l !l=O 

t 

t V t V + 1 
= ((V+l) --* )"

V+l V+lt 

V
B_V E (t ) + V [t- f (t)) !t:o+= 

B _ v f ( t ) +V [t - V f ( t) ] It=o+ 

lo cual prueba (3.4) para k= l. Supongamos ahora 
que (3.4) es cierta para k=m. Entonces: 

v"'+l f (t) =V(v"'E (tl) =V(B
m f (t) + 
-v 
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=V(B
m f (t)) + -v 

Ahora bien. sustituyendo (3.3) se infiere. 
finalmente. que 

Reglas Operacionales 

Recuérde e que son soluciones de las ecua­
done diferenciales 

(B ±a) y =o-v 	 (4.1) 

las funciones 

y (t) =tVC (at)(para el signo +)
1 v 

y 

Y2 {tl =t 
V 

Ev (tl(para el signo -) 

donde Cv(l) y Ev(l} representan la fundón de 
primera especi y la modificada de primera 
especie de Bessel-Cliford de orden v [3/ 
respecUvamente. 

Como qUiera que 

lim 
t. --+o 

ev (at) = 

lim
l--+O 

E 
V 

(at ) 
1 

de (3.4) Y(4.1) se sigue: 

V * f(t) = 

±a t 
V * f(t) 

resultando. entre otras. 
operadonales 

V 
+ 	r(v+l) 

las siguientes reglas 

val vV+a t 

v
b) 

VV - at

Vate) 
VV+at 

V 

d) 
- at

l -r (v+ l)t v E (at)
VV-at V 

r(v+l)
e) tV[E (at)2 v 

+ C (at) ]
V 

aV r(V+l) Vo t2 

[Ev(at ) - C ( a t) ]v 

r (V ~ l')g) 
n! 

nE!N 

Como ejemplo de aplicación consideramos 
el ctrcuílo d la figura reallmenlado positivo 
planleado en [2/ . 

/l.mplif · cador 
<>tt) E(t) -~ q( )

--¿( [ k (t) 

1 
1 1 L (t I 

C (tl 

T 

'Q 

Rev. Téc. Unlv. Zulla. Vol. 16. No. 2. 1993 



190 	 J. Rodriguez 

La carga q(l) debe satisfacer la ecuación: 

DL(t)Dq(t)+ q(t)
e(t) 

q (t) 
== K(t) (e(t)+ C(t)) 

vSI uponemos que L(t) =al 1- • C(l) = b . q(l) 

=r V 
q1(1.) y!dO = 1-t2n síendo a.b y v>O. la ecuación 

se puede escribir en la forma 

a 	 b B Il 
+ t q ( t)-Il 

1 

( t ) 
1 

Por tanto. si q(OI = o. se sigue de (3.4) 

q (t) 	 * e (t)1 Il 1abV+ t 

de donde a t nor de el. se ti ne: 

G. (r) .,~ 
j 

[1 - r ( V-1 1 \ t VC ( __l_t) 1 * e (t) . 
J Il a b . 1 
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