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Abstract

A convolution associated with the fractional operator Byap = 1 *PDPPDP is defined and its
properties are investigated. Following a process similar to Mikusinski's, and operational calculus is
developed and the operational rules obtained are used in solving some differential equations.
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Un calculo operacional para el operador
fraccionario Bp o,

Resumen

Se define una convolucién valida para el operador fraccionario By g8 = £ PprEph, que nos permite
desarrollar un calculo operacional siguiendo un proceso algebraico semejante al de Mikusinski y
obteniendo reglas operacionales que son utilizadas en algunos ejemplos.

Palabras clave: Operadores fraccionarios, calculo operacional de Mikusinski, operadores de
Bessel, convolucion, algebra de operadores.

Introduccion

En este trabajo siguiendo un proceso alge-
braico similar al empleado por J. Mikusinski [1]
para el operador D, se desarrolla un calculo ope-
racional para el operador

Byap = 1+ Bpepd, con a+B>0,B+p>0,p>0

donde comparece la derivada fraccionaria de Rie-
mann-Liouville D? y siendo su operador inverso
por la derecha el Lyqp = tPIFOIPEH1,

El calculo se reduce al estudiado por
Ditkin-Proudnikov [2], cuandop=1,a=1,=0, al
del operador B, = t'Dt"*' D estudiado por E. Koh
[38] cuando p=1, a=v+1,B =0y al dado por J. Ro-
driguez en [4] cuando p = 1. Asimismo constituye
una extensién de los operadores B, , = t"Dt"*'D

y B*' = DP* Dt estudiados por J.A. Alamo y J.
Rodriguez en [5].

En este campo destacan los trabajos reali-
zados por I.H. Dimovki [6], J.J. Betancor y J.A.
Barrios [7] para el operador del tipo Bessel

B={"Dt"D...Dt*, (ag+0;+--+a,<n)

y por V. Kiryakova [8] y J.A. Alamo y J. Rodriguez
en [9] para el operador fraccionario modificado de
Erdélyi-Kober, A ;, = t " I{t" entre otros autores.

Para definir la convoluciéon del operador
B, , g nos servira de ayuda el operador integral de
Riemann-Liouville:

o) = —— [ - gp-!
Pifi=s - ek ©>0 (1)
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siendo f una funcién localmente integrable en
[0,m).

La derivada fraccionaria de orden v > O de
una funcién fe C* ([0, oo)) se define, con la ayuda
de (1) [10], mediante

D’f =D'I'""f (n-1<v<n). (2)

El operador de integracion fraccionaria ge-
neralizado de Riemann-Liouville estudiado en
[11] viene dado por:

5 _i P gBys-1pp-I
LI =1 (€ - €9 e e, 3

siendo §,p > Oy funa funcién localmente integra-
ble en [0,x).

Definicién 1:

SeanP >0y f € D ([0,w)). Se define el opera-
dor Dy mediante

_d _ p-l41-p
Df(6)= —5 flt) =B t*Df0). (4)

Definicién 2:

Seanp>0,conn-1<p<n y f € 2" Enton-
ces, se define

Dyf = DS . (5)

Definicién 3:

Sea p € R y sea f: [0,) - C. Definimos el
operador potencia del argumento mediante

T f(t) = f(t7). (6)

Los operadores D?, I?, Df, I} estan relacio-
nados por las expresiones que siguen [12]

1 1
DF =T*D§T* , I’ =T°LT® 7
D} = T*D°T*

. Ig =TT, 8)

Por 1ultimo, veamos que el operador B, ;5
también adopta la forma

Bp,u i = tl-B~lep—u+letu+B—l i (9)

Para ello, como L, , g €s inverso por la dere-
cha de B, , g si se aplica la segunda Ley de indices
(véase [13]) a las expresiones a continuacion se-
naladas, se tiene

L

p.x B = (B

P .[))_l =
t-Dtl—uta—lufqutu+ﬂ—l = tl—u—plut—lll—alpta+p—l =

tl—a—ﬂlut—lll~utpta+$}—l = tl—u—DIat-‘lll—a+p;u—ptp+B—l =

tl—a—ﬂIaIp-uta—p-lltﬂf -1 _ tl—a—[llptu—p—lltﬂd» p—ll
Invirtiendo resulta (9).

Extension de ((,+.%) a su cuerpo
de fracciones

Dentro de las funciones de argumento posi-
tivo y valores complejos

f1[0,0) ——> C

consideraremos el conjunto (, de series de poten-
cias generalizadas definido por

C’p = { Ft)= iant"p /absolutamente convergente

=0

en compactos de [0, o) } (10)
Es facil comprobar que ((,, +, -C) es un espa-
cio vectorial.

Definicién 4:

Sean f, g e (- Definimos la operacién %, ala
que llamamos convolucién, por

*:Cox(— G

f
i ~BD‘ftl—thp-a+p+le+ﬁ
+
Pl + B) T (B—Ej
p
8 1

b B 1
fie - ererteest [oea - e i) -

(f % gllt) =
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1
9[[1 =YL~ é)]dndé , (11)

cona+p>0, B+p>0, p>0.

En el caso de funciones potenciales de ar-
gumento t° la convolucién vendra dada por
P3P

+ B+ ( + B+
I‘[-Ep - Q]I‘Lgp p———E]l‘[pp+a+ BT (gp + o + B)
4

= . flean
{ i + 4
T'a + B]F(L B;p Jl"[c. + B+ pp+ qp)l"K ept %—p— Q]

J

(12)

En el siguiente aserto recopilamos las prin-
cipales propiedades de esta convolucion.

Proposiciéon 1
Dadas f,g,h € (, y A € Cse tiene:
a) f*g GCp

b) fHx@kxh=(kg*h
o Sfxg=g*kf

d Ak f=Af

e)] SfHh(gthh=fxg+fihkh
il fkg=0=f=06g=0
8  Loyoplf* g =pap) ¥ g.

A continuacion se proporcionan esquemas
de las demostraciones de las anteriores propie-
dades y se comentan algunas de ellas.

a)  Laconvolucién % es cerrada en (p. Primera-
mente por (12) se observa que es cerrada
para potencias. En general se tiene

(g ()= ( ) a,g“P) * [2th*’] =S
k=0 j=0

=0

con

za.,b" Tlp+ o+ B)I'i(n—ﬂp+a+ B]I‘[ln“&‘ V-_B—Pr]r[ﬂﬂ»p]
) P

g, =

Tla+ B)TLB]I‘W o+ a)r‘L oy g
P P

(13)

b) La propiedad asociativa se demuestra para
potencias, con la ayuda de (12), compro-
bando que al desarrollar ambos miembros
se tiene la misma expresion. La extension a
(p es obvia.

c) Para verificar la conmutatividad efectua-
mos en (11) los cambios x=(t-£) e y=(1-n).
Se obtiene asi:

p
t—ﬁDp;tl thp—a+B+lDu+B
pna-+mr[ﬁif]
%

A 1

2 B L
f, y - yrglxy®)f {(1 - yplt- xl}dydx .

[t o x]cx+ p-1 xu+B-1

Esta expresion no es otra cosa que el desa-
rrollo de g % f.
d)  El operador % conserva las constantes. En
efecto, si en (11) se sustituye g(f) por A, se
1

efectia el cambio de variables x = En® y se
tiene en cuenta (4) y (5), resulta

B B
lt—prtl»thp—m+ p+an‘Bla+ thAﬁ—p—lltp—IIPtpf(t) :

expresion que al simplificar se reduce a
Aflt). Por esta propiedad y parael valorA =1,
queda patente que la unidad actia como
elemento neutro de la convolucion.

e) La propiedad distributiva es consecuencia
de la linealidad que verifica la integral.

f) Para ver la integridad se parte de que
f % g = 0. Consideraciones sobre el grado
del polinomio del primer miembro permiten
escribir que

B B 1
[e—grrre=rt [nea-np fiEne)

g{(l -nP(t - E,J}dndﬁ =0.

Los cambios

conducen a la expresion
p£‘ L[u N Z]u+B—lzu+ﬂ—l_r7a—p—lyﬂe-p—-L :

p !
(x" - y“]"f[zyp{[-gp - yf)elu— z)]dydz ,
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donde es aplicable el teorema de Titch-
marsh-Ryll-Nardzewski que permite con-
cluir que

8 !
(- 2 y"l"g[“” A Z)} e

Za+[!—ly[3+ p—-lf(yz) - 0 .

porloque f=06g=0.
g  Veamos antes como actiia el operador in-
verso sobre la funcion de

L, o) =PI 1t Y a, 050 =
k=0

t—[}ﬂ.q}]p Zaktkp+a+[3~l =
k=0

LA AL R

k=0 F{kp+a+[3+p) (14]
i al(kp+ a +p) o
ko (kp+B+p)llkp+a+p+p) ’

lo que nos permite la demostracion de g) por
aplicacion directa de (12) y (14). Esta pro-
piedad, denominada de Dimovski, es un
test que nos permite comprobar si la convo-
lucién es adecuada para el operador consi-
derado.

Establecidas estas propiedades podemos
enunciar:

Proposicion 2

(G, +, %) tiene estructura de anillo conmuta-
tivo unitario sin divisores de cero.

La anterior proposicion nos permite exten-
der ¢, a su cuerpo de fracciones. Para ello se defi-
ne en (, x ((, - {0}) la relacion ~ por

(fg) ~ (hk) = fXk=g* h (15)

que es de equivalencia. Denotamos por Mp a8 =
Cp x (G - {0))/ ~. Siguiendo a Mikusinski llanamos
a los elementos de M, o p operadores, designados
a la clase del par (f,g) (por _f/g).

En M, . p se definen las operaciones suma,
producto y producto por un escalar por

compatibles con la relaciéon ~.

Con estas operaciones M, , g es un algebra.
Hay una parte M'; , g de M, o g con elementos de
la forma f/1 isomorfa con el anillo Cp mediante la
aplicacion

MP'G,B M,P.G-.B — C’p [16}

s

Un cdlculo operacional

Veamos primeramente que el operador
L, o g admite representacion como elemento de (,
y por tanto de M, , s que le incluye.

Proposicion 3
Sife ¢ yke N, entonces

o + B)

a)
B+plle+p+p)

t* % () = L, , ,f(t) (17)

b)
Mo + B}r[[i* pj
= £ % f(t) = LY, f(t).
p To +ﬁ+p)F[M+p»J o
p
Demostracién
a)

L L
Puesto que ﬂf—"f— - Zoagd paraV f,g € G,
g

L
f.g# 0, el elemento "}‘J es independiente

de [y por ello lo identificamos con ¢l opera-
dor Ly g,8. Por tanto como:

My op—> G
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Lp.u .D] % A = r((]'. + B) tP
1 PEET B+ p)l(a + B+ p)
podemos identificar
(e + B) 0

b28 ~ B+ pllla + B + p)

b}  Basta proceder por induccién sobre k.

Asimismo los inversos de los anteriores
operadores (que denotaremos por Vy VK también
pertenecen a M, , g. Tenemos, pues que

v B+plile+B+p)

[l + BI? (18)

a)

T + B + p)l"[

(o + ﬁ)r(?ﬂjt“
p

iq)+B+p]
b) V<= P

Composiciones de los Operadores
Lpaﬂ y Bpaﬂ

Es facil comprobar que

Bp,a,BLp,a,ﬁJm =) .

Esto no sucede si conmutamos los operadores,
pues

Lp‘u .BB‘“u |Lf(() =t P reget ﬂ-ltl—a—ﬂDptaDtpf(” »
t P 1P Det DR f(t)

de aqui, por [10], con n-1 < p < n, la anterior ex-
presion deviene

g A (DI°t DtP £)(0) . -
PIte| D f(t) - ) = P
. { tS1 ,Z: lp+1-n+k) :

tPIDt" f(t) - t™*1 (D'I"*t* Dt*f)(0) fhepn-a _
S Tp+1-n+k

t’”[t"f(l]—(t"f){O}]—t"’.
- (DFI™*t* Dt*£)(0)
colk+p-n-a+p+1-n+k)

kt+p-n-a+l _

S~ t*(t°f )0 -
c (DF1™*t* Dt* £)(0)
iolk+p-n—a+1Mp+1-n+k)

k+p-n-a—p+1

Hemos establecido asi

Proposicion 4
Sin-1<p<nyfe € ([0,x) se verifica

Bt () = f(t) - P )(0) -
¢ (D'1"*t* Dt* £)(0)
oli+p-n—-a+lp+1-n+i

(19)

t!d pent-a-p+1

En caso queg(t) = t *f(t) = t‘”iaktk P se tie-
k-0

ne que

D'I*t*DE*F3 a, £ = D' P Y kpa, ot =
kel

k=0
Dii kpr(kp it ahk Kptn—p+o—1
- ¢
i Tkp+n+ o —p)

de donde, para i=0,1..., n- 1, se verifica
(D'I"°t*Dt*t *f)(0) = 0

y, por tanto, el sumatorio de la formula (19) es
nulo, resultando que recogemos en la siguiente

Proposicién 5
Sife (, , entonces

L, Bt " fO)=t"flt)-t Pf(0). (20)

Teniendo como objetivo obtener algunas re-
glas operacionales, introducimos las nuevas fun-
ciones que siguen:

i (—1rr(a+mr[~‘”—"’]
2= <t (21)

B0 kp)F(B—+ ’;" ﬁj
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% Mo + B)l“[ il j Demostracién:
El )= ——— P2 v (22 ‘ )

0 Mo +p+ kp)r[B o B, gt IS(D[F" a;at) ]=

P & e
gl-a-Bpyppa pyebl 4B (-1)'(at)® |
n=0 n! r(np + 0.)
Obsérvese que para p=1, =0, las funciones

Ci_ ot y EZ_, ,(t) se reducen a las funcior.l‘es e ( ane
Ma)C,_,(t)y Na)E, _,(t) siendo C,_,(t) la funcion D°t*D 2
denominada de Bessel-Clifford de primera espe- 7 it + o)
ciey E__,(t)la modificada o hiperbélica de prime- at-a-ipp Z (— 1 npantgrera-t _
ra especie, estudiadas por N. Hayek en [14]. e nilf(np + a)

Proposicion 6
Sea la funcion de Wright

P Py — tkP
J?_([t") = Dlp, a; t?) g———k’r(kw 3 (23)

En [0,) se verifica formalmente que

£ & C2_, f(t?) = Do)t PI?_ (-t7) (24)
77 & EZ (t°) = T(a)t™PJ2 (7). (25)

Lo que se comprueba por aplicacion directa de
(12)

A continuacion probaremos que funciones
obtenidas al modificar la funcion de Wright satis-
facen ecuaciones diferenciales donde comparece
el operador que estudiamos.

Proposicién 7

Sea a > 0, entonces las ecuaciones diferen-
ciales

(B,, ,+pa’)f(t)=0 (26)
(B, ., —pa’)f(t)=0 27)

son satisfechas respectivamente por
y(t) =78 [-at)*] = t*®[p, asat)?] (28)

ylt) = t7°J2_ [lat)*] = t " [p, a;(at)?]. (29)

a“t"‘*‘”/ & (~1pantepin-tiast ~
L [n—l]!F[(n—l)p+a1

A (f(at)®
= kIT(kp + @)

De igual modo, se procede para (29).

Reglas Operacionales

Haciendo uso de los resultados de la sec-
cion anterior, obtendremos algunas reglas opera-
cionales que nos seran de utilidad para resolver
ecuaciones diferenciales donde figura el opera-
dor que nos ocupa.

Partiendo de (20) y operando ambos miem-
bros con V (véase (18)), se tiene

B, 7 flt) =V t*f(t)- fO".V. (30)

Haciendo f{f) = °~1[~[at}"]. teniendo en

cuenta (26) y que J?_ (0) = ﬁl— se obtiene

a)

—pa’t?J? [Hat)*]=V 7?2 [at)® ]_T‘)’

y. agrupando, se llega a

v+ pa®)- 202 [Hat)*] = =

finalmente, por (24)

W+pa”)-t*.Ct_ lla)’] 0.y

a-1.p

o) T a)
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de donde se deriva la primera de las siguientes re-
glas operacionales

1%
a) Fopa €t IB[(at]"]

De forma analoga a la demostracion de a)
pero sustituyendo f{t) por Jvf‘l[(at)p ] y teniendo

en cuenta (27) y (25) se obtiene
\4

0 L = 52 [l

Si se suman ordenadamente a) y b), llega-
mos a

9 gt = H(C ] B [l

Si se restan a) y b), se concluye que

5—1&[&11)9])

¥
-pa® —200"(

Lo

Al realizar b) -1 se deduce que

- (B fe°]-)

e)

V- pa.p

Si se efectia 1-a) resulta

1 1 5
f) Tpa" = 5? (I—C(';_l ‘p[(all ])

Aplicaciones

Se usara aqui el calculo operacional desa-
rrollado anteriormente para resolver dos ecua-
ciones diferenciales que involucran al operador

Byop -

I) Consideremos el sistema de ecuaciones

aB, , sy (t)+ bB, ; u,(t) = fx(t)} 31)

CBp.u ,Dyl(t)+ d'Bp‘a ,ayzul = filt)

con a,b,c,d € R tal que A= ad-bc#0. f;, i=1,2 son
miembros de ¢} e y;, son funciones desconocidas

que pertenecen a (p , y que verifican lim tPy,(t) =
i=12 y limU‘I" °t" DtPy, (t) = i = 12
k=012, .n- 1

En virtud de (19) el sistema (31) puede es-
cribirse como

aVy,(t) + bVy,(t) = f,(t)
eV, (t) + dVy,(t) = f,(t)

Por lo tanto la solucion general de (31) es:

_dfit)-bfy(t) (o + PB)
A B+p)la+B+p)

P

_aft)-¢fi(t) (o +B)
A (B+p)lc +B+p)

P

II) Consideremos la ecuacion en derivadas
parciales de orden fraccionario

B, ulx.0)- az‘;(;'” -0 (-l<p<n) (32)

O<x<l 0<t<ow
con las condiciones:

a)
llin(}tﬂu.(x. t)=0

1?“3 DI et DtPu(x, t) =0, k=012,...,n- 1(33)
13% au(x. t) - f(t)

b) au{x t) 5 (34)
x—»l ox

en virtud de (19) y (33), tenemos

Vuulx, t) - 32“(" D_o (35)

tim 240 _ g (36)

X— ax

1 268 (37)

=1 g%

resolviendo (35) como una ecuacion diferencial
ordinaria en la variable x, seguimos de las condi-
ciones (36) y (37) que:
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ch [u - xW]

ulx, t) = —f(t)- Veht )

Ahora, aplicando la transformada de
Fourier finita, inferimos que

)& T 2
“EE ey
V+ T

y, llamando

il

se tiene finalmente que

_Jus = _a

— L & P sinz0
—lgé sin=0

—% Zetﬁl it[:—) ¥ (1 —Cclx—l ,g"at]p]) sinz0
S, Mo + B)

14 t? si n=0,
I B+plla+p+p)
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